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Finančna matematika – 1. stopnja
Martin Kokošinek
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5. q-Bézierjeve krivulje in de Castljaujev algoritem 22
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q-Bernsteinovi polinomi in q-Bézierjeve krivulje
Povzetek
V teoriji aproksimacije in v računalnǐsko podprtem geometrijskem oblikovanju je
pomemben problem poiskati aproksimacije točk v prostoru s pomočjo polinomov in
parametričnih polinomskih krivulj. Možno rešitev nam ponujajo Bernsteinovi apro-
ksimacijski polinomi, ki so bili prvič predstavljeni pri dokazu Stone-Weirestrassovega
izreka, ter Bézierjeve krivulje, ki so osnovni objekti pri modeliranju s krivuljami. V
delu bo opisana njihova posplošitev s pomočjo parametra q.
Predstavljeni bodo Bernsteinovi bazni polinomi in njihova posplošitev na
q-Bernsteinove bazne polinome, s pomočjo katerih definiramo q-Bernsteinove apro-
ksimacijske polinome ter q-Bézierjeve krivulje. Izpeljane bodo osnovne lastnosti
tako za standardni primer, ko je q=1, kot tudi za splošen primer. Med drugim
bo predstavljena posplošitev de Casteljaujevega algoritma, ki je numerično stabilen
algoritem za računanje točk na Bézierjevi krivulji, posplošitev postopka vǐsanja sto-
pnje krivulje ter računanje odvodov q-Bézierjevih krivulj. Teoretični rezultati bodo
ilustrirani z različnimi numeričnimi primeri.
q-Bernstein polynomials and q-Bézier curves
Abstract
In approximation theory and computer aided geometric design an important problem
is to find the approximation of points with the use of polynomials and parametric
polynomial curves. This can be achieved with Bernstein aproximation polynomials,
which were introduced in the proof of Stone-Weierstrass theorem, and with Bézier
curves, which are the basic objects in curve modelling. The work focuses on their
generalization which can be achieved with the introduction of parameter q.
Bernstein basis polynomials and their generalization to q-Bernstein basis polynomi-
als, with which we can define q-Bernstein approximation polynomials and q-Bézier
curves, are introduced. The elementary characteristics for the standard example,
when q = 1, are derived, as well as the elementary characteristics of a more general
example. The generalization of de Casteljau algorithm, which is a stable algorithm
for the calculation of points on the Bézier curve is also presented, as well as the ge-
neralisation of the curve degree elevation procedure and calculation of derivatives of
the q-Bézier curves. Theoretic examples are illustrated with a variety of numerical
examples.
Math. Subj. Class. (2010): 65D17, 65D18
Ključne besede: q-Bernsteinov polinom, q-Bézierjeva krivulja, totalno pozitivne
baze, de Casteljaujev algoritem
Keywords: q-Bernstein polynomial, q-Bézier curve, totally positive bases, de Ca-
steljau algorithm
1. Uvod
V prvi polovici 20. stoletja je Sergej Natanovič Bernstein predstavil polinome,
s katerimi lahko enostavno aproksimiramo zvezne funkcije, prav tako pa je dokazal
Stone-Weierstrassov aproksimacijski izrek, ki pove, da lahko za vsako zvezno funk-
cijo poǐsčemo polinom, ki je poljubno blizu te funkcije v neskončni normi. To so
Bernsteinovi bazni polinomi, ki so gradniki Bernsteinovih aproksimacijskih polino-
mov, prav tako pa nastopajo v definiciji zelo znanih Bézierjevih krivulj.
V 60-ih letih preǰsnjega stoletja je Pierre Étienne Bézier patentiral krivulje, ki jih
je uporabljal za oblikovanje avtomobilske karoserije pri Renaultu. Krivulje so bile
v resnici prvič razvite pri Citroënu, in sicer jih je razvil Paul de Casteljau, a zaradi
politike Citroëna svojega dela ni smel objaviti. Po njem se danes imenuje de Ca-
steljaujev algoritem, ki je numerično stabilna metoda za izračun točk na Bézierjevi
krivulji. Danes so Bézierjeve krivulje osnovni objekt v računalnǐsko podprtem ge-
omtrijskem oblikovanju.
2. Bernsteinovi polinomi
2.1. Bernsteinovi bazni polinomi.







za k = 0, . . . , n.
Trditev 2.2. Bernsteinovi bazni polinomi (Bnk (t) za k = 0, . . . , n) so baza vektor-
skega prostora Pn[t] = Lin{1, t, . . . , tn}.
Dokaz. Ker je število Bernsteinovih baznih polinomov enako dimenziji vektorskega
prostora Pn[t], je dovolj dokazati, da so ti polinomi linearno neodvisni. Dokazati




k (t) = 0 natanko tedaj,
ko velja a0 = a1 = · · · = an = 0.

















































































k (t) = 0.

























































































































od koder po vrsti iz leve proti desni preberemo, da je ak = 0, k = 0, 1, . . . , n. S tem
smo dokazali, da so Bnk , k = 0, . . . , n, linearno neodvisni in zato so baza za Pn.
□
Posledica 2.3. Vsak polinom p ∈ Pn, p(t) = c0 + c1t + · · · + cntn, lahko zapǐsemo



















, k = 0, 1, . . . , n.
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2.2. Lastnosti Bernsteinovih baznih polinomov. Sedaj si oglejmo nekaj la-
stnosti Bernsteinovih baznih polinomov.
Trditev 2.4.





k (t) = 1.




Bnk (t) = (1− t)Bn−1k (t) + tB
n−1
k−1 (t),
kjer B00(t) = 1 in B
m






Bnk (t) = t.
(6) Dve enakosti:
• tBnk (t) = k+1n+1B
n+1
k+1 (t), za k = 0, 1, . . . , n.





Bn+1k (t), za k = 0, 1, . . . , n.














za k = 0, 1, . . . , n.
(8) Odvod: (Bnk (t))




(1) Člena (1 − t)k in tk sta za t ∈ [0, 1] vedno nenegativna, binomski koeficient
pa je vedno pozitiven za n, k ∈ N.























(1− t)n−ktk = Bnk (t).















tk(1− t)n−k + (n− 1)!
(k − 1)!(n− 1− (k − 1))!
tk(1− t)n−1−(k−1).
Izpostavimo tk(1− t)n−k (n−1)!
(n−1−k)!(k−1)! in dobimo
tk(1− t)n−k (n− 1)!



















































Bn−1k (t) = t,
pri čemer smo upoštevali, da je Bn−1−1 (t) ≡ 0 in da Bernsteinovi bazni poli-
nomi stopnje n− 1 tvorijo razčlenitev enote.
(6) Sledi iz definicije Bernsteinovih baznih polinomov.










)︁ Bn+rk (t) + (︁nk)︁(︁r1)︁(︁n+r
k+1








































































































































Opomba 2.5. Za t ∈ [0, 1] velja Bnk (t) = P (X = k), kjer je X ∼ Bin(n, t).































t4(1− t)4−4 = t4.
(2)
Slika 1. Bernsteinovi bazni polinomi stopnje 4.
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Poglejmo si še dve lastnosti, ki smo ju izpeljali v trditvi 2.3. Najprej si poglejmo
polinome, ki nastopajo pri rekurzivnih zvezah:
B41(t) = (1− t)B31(t) + tB30(t),
B42(t) = (1− t)B32(t) + tB31(t),
B43(t) = (1− t)B33(t) + tB32(t).
Slika 2. Rekurzivna
zveza za bazni polinom
B41(t).
Slika 3. Rekurzivna
zveza za bazni polinom
B42(t).
Slika 4. Rekurzivna
zveza za bazni polinom
B43(t).
Na slikah 2, 3 in 4 so ti polinomi predstavljeni še grafično.
Poglejmo si še lastnost 7, in sicer izberimo polinom B43 in ga predstavimo v bazi














Na slikah 6, 7 in 8 so grafi nekaterih polinomov, ki se pojavijo v vsoti, in sicer pri
j = 5, 9, 13.
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Slika 5. Graf polinoma
B43(t).






Slika 6. Graf polinoma
B145 (t).






Slika 7. Graf polinoma
B149 (t).






Slika 8. Graf polinoma
B1413(t).
2.3. Bernsteinovi polinomi.











Pomembno je pripomniti, da je aproksimacija možna tudi za f ∈ C([a, b]), vendar
















S to prilagoditvijo lahko sedaj opazujemo funkcijo f na intervalu [a, b], Bernsteinovi
bazni polinomi pa so še vedno omejeni na interval [0, 1]. Bernsteinovi bazni polinomi
se uporabljajo pri dokazuWeierstrassovega in Stone-Weierstrassovega izreka. Preden
zapǐsemo izrek, si oglejmo še neskončno normo ∥.∥∞.
Definicija 2.7. Neskončno normo definiramo kot ∥f∥∞ := sup{|f(x)|;x ∈ D}, kjer
je f definirana na območju D.
Izrek 2.8. (Weierstrassov izrek) Naj bo f zvezna realna funkcija definirana
na [a, b]. Potem za vsak ϵ > 0 obstaja polinom p, da za vsak x ∈ [a, b] velja,
|f(x)− p(x)| < ϵ oziroma ∥f − p∥∞ < ϵ.
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Dokaz. Dokaz se nahaja v [2] na strani 121. □
Gre za zelo pomemben izrek v numerični analizi, ker nam pokaže eksistenco polinoma
stopnje n, ki je poljubno dobra aproksimacija zvezne realne funkcije na zaprtem
intervalu.
2.3.1. Zgled aproksimacije. Oglejmo si aproksimacijo funkcije f(x) = ex z Bern-
steinovim polinomom na intervalu [0, 2]. Naj bo n = 4 in tako lahko uporabimo
Bernsteinove bazne polinome izračunane v (2). Interval ni enak [0, 1], zato bomo



































Na sliki 9 je prikazan graf funkcije ex in graf aproksimacijskega polinoma B4f , na
slikah 10 in 11 pa lahko vidimo aproksimanta B20f in B50f .
Vidimo, da se napaka z vǐsanjem stopnje n zmanǰsuje, kar potrjujejo tudi izračuni
neskončne norme:
∥B4f(x)− ex∥∞ ≈ 0.417207695202432,
∥B20f(x)− ex∥∞ ≈ 0.084882566306786,
∥B50f(x)− ex∥∞ ≈ 0.030386315306864.
Slika 9. Graf aproksimacije ex za n = 4.
Slika 10. Graf aproksimacije ex za n = 20.
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Slika 11. Graf aproksimacije ex za n = 50.
Natančnost bi lahko izbolǰsali tako, da razdelimo interval na dva dela [0, 1], [1, 2] in
aproksimiramo funkcijo na vsakem delu posebej. Na ta način bi dobilli neskončno
normo napake enako 0.147956366637404, a izgubimo odvedljivost v točki x = 1.
3. Bézierjeve krivulje in de Casteljaujev algoritem
Najprej izberimo zaporedje p0, . . . , pn, kjer so pi kontrolne točke iz Rd za i =
0, 1, . . . , n in d > 1.
Definicija 3.1. Bézierjeva krivulja je parametrična krivulja stopnje n. Podana je s





Bézierjeve krivulje so predvsem pomembne v računalnǐski grafiki za glajenje
poligonov. Numerično stabilen algoritem za računanje točk na Bézierjevi krivulji se
imenuje de Casteljaujev algoritem in je podan v algoritmu Algoritem 1.
Algoritem 1: de Casteljaujev algoritem.
for i = 0, . . . , n do p
(0)
i := pi
for j = 1, . . . , n do
for i = 0, . . . , n− j do
p
(j)
i (t) := (1− t)p
(j−1)





Rezultat: B(t) = p(n)0 (t)
Dokaz, da je B(t) = p(n)0 (t), sledi kasneje pri posplošenem de Casteljaujevem algo-
ritmu za q-Bézierjeve krivulje (izrek 5.2), ki bo za q = 1 ravno dokaz te enakosti.
3.1. Povečanje stopnje Bézierjeve krivulje. Ne da bi spremenili obliko
Bézierjeve krivulje, lahko njeno stopnjo povečamo. Gre za določanje novih kon-
trolnih točk, ki so konveksna kombinacija osnovnih kontrolnih točk p0, . . . , pn.
Najprej zapǐsimo Bézierjevo krivuljo kot
B(t) = tB(t) + (1− t)B(t),
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Sedaj zamaknemo indeks pri prvi vsoti in prǐstejemo 0-ti člen, ki je enak 0, drugi































Točke rk so kombinacija preǰsnjih kontrolnih točk in predstavljajo kontrolne točke
Bézierjeve krivulje v bazi polinomov stopnje n+ 1.
3.2. Primer Bézierjeve krivulje in de Casteljaujevega algoritma. Poglejmo
si primer uporabe de Casteljaujevega algoritma na štirih kontrolnih točkah, torej
Bézierjevi krivulji stopnje 3. Izberimo točke v R2 in R3:
P2 = {(0, 0), (1, 1), (2, 1), (3, 0)}
in
P3 = {(0, 0, 0), (1, 3, 3), (2, 2, 1), (3, 1, 0)}.
V tabeli 1 vidimo, kako po korakih poteka algoritem za kontrolne točke P2.
p(0) p(1) p(2) p(3)
(0,0) (0, 0)(1− t) + (1, 1)t = (t, t) (t, t)(1− t) + (1 + t, 1)t = (2t, 2t− t2) (3t− 4t2, 3t− 3t2)
(1,1) (1, 1)(1− t) + (2, 1)t = (1 + t, 1) (1 + t, 1)(1− t) + (2 + t, 1− t)t = (1− 2t, 1− t2)
(2,1) (2, 1)(1− t) + (3, 0)t = (2 + t, 1− t)
(3,0)
Tabela 1. Izračun Bézierjeve krivulje na kontrolnih točkah P2.
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Na slikah 12 in 13 pa vidimo še grafičen prikaz teh dveh Bézierjevih krivulj.
Slika 12. Graf Bézierjeve
krivulje v R2.
Slika 13. Graf Bézierjeve
krivulje v R3.
Poglejmo si še, kako izgleda povečanje stopnje za primer kontrolnih točk P2. Naj
velja p−1 = p4 = 0. Z uporabo prej izpeljane enakosti lahko izračunamo nove
kontrolne točke:
r0 = 0 + (1− 0)(0, 0) = (0, 0),

































r4 = (3, 0).
Na sliki 14 vidimo, kako izgleda kontrolni poligon dane Bézierjeve krivulje, ki ustreza
parametrizaciji stopnje 4.




Sedaj se lotimo posplošitve Bernsteinovih polinomov. Spoznali bomo q-Bernsteinove
polinome. Za q = 1 dobimo primere, ki smo jih že obravnavali v preǰsnjih poglavjih.
V osnovi imamo dve ključni spremembi. Prvič, faktorji pri posameznih členih ne
bodo več oblike ta(1 − t)b, ampak ta(1 − qst)b, kjer bo q posplošitveni parameter.
Drugič, spremenili bomo binomski koeficient v q-binomski koeficient oziroma Gaus-
sov polinom.
4.1. q-binomski koeficient.





[n] · · · [n− k + 1]






1−q , če q ̸= 1
k, če q = 1











































































[n] . . . [n− k + 1]
[k] . . . [1]
=
(1− qn) . . . (1− qn−k+1)




(1− qn) . . . (1− qn−k+1)
(1− qk) . . . (1− q)
.
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(1) Če razpǐsemo desno stran, dobimo
(1− qn−1) . . . (1− qn−1−(k−1)+1)










(2) Enakost sledi iz
(1− qn−1) . . . (1− qn−1−(k−1)+1)
(1− qk−1) . . . (1− q)
+ qk
(1− qn−1) . . . (1− qn−1−k+1)





















(3) Razpǐsemo desno stran in dokažemo, da je enaka levi:
qn−k
(1− qn−1) . . . (1− qn−1−(k−1)+1)
(1− qk−1) . . . (1− q)
+
(1− qn−1) . . . (1− qn−1−k+1)





















(4) Enakost dokažemo z uporabo indukcije. Za n = 1 enakost očitno velja.




























































































4.2. q-Bernsteinovi bazni polinomi.
Definicija 4.3. Bazni q-Bernsteinovi polinomi so definirani kot









kjer je prazen produkt enak 1.
4.2.1. Zgled q-Bernsteinovih baznih polinomov. Oglejmo si q-Bernsteinove bazne


















(1− qit) = 1− q
4
1− q

































(1− qit) = t4.
Na slikah 15, 16, 17 in 18 so prikazani grafi q-Bernsteinovih baznih polinomov, ko
je q enak -0.5, 0.5, 1 in 5.
Slika 15. Graf Bernste-
inovih baznih polinomov
stopnje 4 za q = −0.5.
Slika 16. Graf Bernste-
inovih baznih polinomov
stopnje 4 za q = 0.5.
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Slika 17. Graf Bernste-
inovih baznih polinomov
stopnje 4 za q = 1.
Slika 18. Graf Bernste-
inovih baznih polinomov
stopnje 4 za q = 5.
Na sliki 18, torej pri grafu, ko je q = 5, lahko vidimo, da je zaloga vrednosti poli-
nomov veliko večja od intervala [0, 1] in vsebuje celo negativna števila. Kot bomo
videli kasneje, se lastnosti, ki veljajo za Bernsteinove bazne polinome, za q izven
intervala [0, 1] ne ohranjajo.
4.2.2. Lastnosti q-Bernsteinovih baznih polinomov.
Trditev 4.4. Poglejmo si štiri enakosti q-Bernsteinovih baznih polinomov:
(1) Za n ≥ 1 velja
Bn0 (0; q) = 1 in B
n
1 (0; q) = B
n
2 (0; q) = · · · = Bnn(0; q) = 0 ter
Bn0 (1; q) = B
n
1 (1; q) = · · · = Bnn−1(1; q) = 0 in Bnn(1; q) = 1,
(2)
Bnk (t; q) = q
n−ktBn−1k−1 (t; q) + (1− q
n−k−1t)Bn−1k (t; q),
(3)
Bnk (t; q) = tB
n−1
k−1 (t; q) + (q


















(1) Dokaz sledi iz definicije q-Bernsteinovih baznih polinomov, pri čemer
upoštevamo, da je 00 = 1.





































Uporabimo lastnost 3 trditve 4.2 in definicijo q-Bernsteinovih polinomov, od
koder dobimo dokazovano enakost.
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i=0 (1−qit) in z uporabo lastnosti 2 trditve 4.2 dobimo
levo stran enakosti (4).































































4.3. q-Bernsteinov aproksimacijski polinom.
Definicija 4.5. q-Bernsteinov aproksimacijski polinom za realno funkcijo
























Tudi za splošne q je možna aproksimacija funkcije f ∈ C([a, b]), vendar je treba


















4.3.1. Zgled q-Bernsteinovega aproksimacijskega polinoma. Poglejmo si isti primer,
kot smo si ga pri običajnem Bernsteinovem polinomu. Za funkcijo torej izberemo












































Za q = 1
2
so q-Bernsteinovi bazni polinomi stopnje n = 4 enaki













B44(t; 0.5) = t
4,






















Grafa q-Bernsteinovih polinomov stopnje 50 in 11 za funkcijo ex, kjer q zavzame vre-
dnosti −0.5 in 2, sta prikazana na slikah 19 in 20. Na slikah 21 in 22 pa sta prikazana
grafa q-Bernsteinovih polinomov iste funkcije pri vrednostih q = 0.5 in n = 4, 50.
Slika 19. Graf q-
Bernsteinovega polinoma
za funkcijo ex za n = 50 in
q = −0.5.
Slika 20. Graf q-
Bernsteinovega polinoma
za funkcijo ex za n = 11 in
q = 2.
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Slika 21. Graf q-
Bernsteinovega polinoma
za funkcijo ex za n = 4 in
q = 0.5.
Slika 22. Graf q-
Bernsteinovega polinoma
za funkcijo ex za n = 50 in
q = 0.5.
Kot vidimo je za q = −0.5 in q = 2 aproksimacija precej slaba. Predvsem se to vidi
pri napakah, ki so
∥B−0.550 f(x)− ex∥∞ ≈ 3.201772938975276,
∥B211f(x)− ex∥∞ ≈ 0.185846035429481,
∥B0.54 f(x)− ex∥∞ ≈ 0.779989600165603,
∥B0.550 f(x)− ex∥∞ ≈ 0.728688607251398.
Posebej je zanimivo izračunati še
∥B14f(x)− ex∥∞ ≈ 0.417207695202432,
∥B24f(x)− ex∥∞ ≈ 0.172544789361165.
Za majhne n se izkaže, da je q > 1 bolǰsa aproksimacije funkcije, a ko n povečamo,
vidimo, da ima ta aproksimacija veliko napako.
4.4. Normalizirane totalno pozitivne baze.
Definicija 4.6. Matrika A ∈ R(n+1)×(n+1) je totalno pozitivna, če so vsi njeni minorji
(vse determinante podmatrik A) nenegativni.






t0, t1, . . . , tn, ti ∈ [0,∞), je totalno pozitivna.
Dokaz. Dokaz lahko najdemo v [6] v poglavju številka 5, strani 63-79. □
Definicija 4.8. Zaporedje realnih funkcij B0, . . . , Bn je totalno pozitivno na inter-
valu I, če za poljubne t0 < · · · < tn iz intervala I velja, da je matrika (Bj(ti))ni,j=0
totalno pozitivna. Dodatno, če
∑︁n
j=0 Bj = 1, potem je zaporedje normalizirano
totalno pozitivno.
Trditev 4.9. Zaporedje q-Bernsteinovih baznih polinomov Bn0 (t; q), . . . , B
n
n(t; q), za
q ∈ (0, 1], je normalizirano totalno pozitivno na intervalu [0, 1].
Dokaz. Dokaz za lahko najdemo v [3] v poglavjih 3 in 4. □
Sedaj, ko smo opisali, kaj so normalizirane totalno pozitivne baze, si oglejmo nekaj
pomembneǰsih lastnosti.
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Trditev 4.10. Naj bo matrika B totalno pozitivna in v nek vektor. Potem je
S−(Bv) ≤ S−(v), kjer je S−(v) število strogih sprememb predznakov v zaporedju
elementov vektorja v.
Dokaz. Dokaz se nahaja v [4]. □
Definicija 4.11. Za funkcijo f na [a, b] definiramo
S−(f) := supS−(f(x0), . . . , f(xm)),
kjer supremum gledamo po vseh zaporedjih a ≤ x0 ≤ · · · ≤ xm ≤ b za vse m.








, . . . , f(1)
)︃
≤ S−(f).
Dokaz. Dokaz se nahaja v [4]. □
Tej lastnosti pravimo lastnost zmanǰsanja variacije. Kar nam ta lastnost pove, je,
da neka premica seka pripadajoč Bernsteinov polinom največ tolikokrat, kolikorkrat
seka poligon funkcijskih vrednosti.
5. q-Bézierjeve krivulje in de Castljaujev algoritem







kjer so pk, k = 0, 1, . . . , n, kontrolne točke in B
n
k (t; q) q-Bernsteinovi bazni polinomi.
Ker je za q ∈ (0, 1] Bernsteinova baza polinomov normalizirana totalno pozitivna in
so točke na Bézierjevi krivulji konveksna kombinacija kontrolnih točk, za Bézierjeve
krivulje velja lastnost zmanǰsanja variacije. Prav tako pa se točke Bézierjeve krivulje
nahajajo v konveksni ovojnici kontrolnih točk.
Sedaj si poglejmo posplošen de Casteljaujev algoritem, ki je podan v algoritmu
Algoritem 2.
Algoritem 2: de Casteljaujev algoritem.
for i = 0, . . . , n do p
(0)
i (t) := pi
for j = 1, . . . , n do
for i = 0, . . . , n− j do
p
(j)
i (t) := (q





Rezultat: B(t) = p(n)0 (t)
Dokazati moramo enakost B(t) = p(n)0 (t). Ta bo sledila iz bolj splošne enakosti v
naslednjem izreku.
Izrek 5.2. Za p
(k)
















Dokaz. Enakost bomo dokazali s pomočjo matematične indukcije po k.
Za k = 0 velja p
(0)














(qi − qℓt). (5)















iz algoritma pa sledi
p
(k+1)
i (t) = (q
i − qkt)p(k)i (t) + tp
(k)
i+1(t). (6)
Poglejmo si koeficiente pri pi+j za j = 0, 1 . . . , k + 1 za (5) in (6).
Poglejmo si robna člena pi in pi+k+1. Prvi se v enakosti (6) pojavi le pri p
(k)
i , drugi
pa le pri p
(k)













ki je enak koeficientu za j = 0 v enakosti (5).









(qi+1 − qℓt) = tk+1,
ki se ujema z (5) pri j = k + 1.
Preostane nam dokaz za vse vmesne člene pi+m, kjer je 0 < m < k + 1.


























V tej vsoti preuredimo produkt v drugem členu:
k−m∏︂
ℓ=0















V enakosti (6) izpostavimo tm
∏︁k−m−1
ℓ=0 (q











































































Sledi enakost koeficientov za pi+m v enakostih (5) in (6). □
Če v posplošen de Casteljaujev algoritem vstavimo q = 1, potem dobimo ravno
osnovni de Casteljaujev algoritem, ki smo ga obravnavali v poglavju 3.
5.1. Povečanje stopnje Bézierjeve krivulje. Poglejmo si, kako lahko povečamo
stopnjo q-Bézierjeve krivulje, ne da bi spremenili obliko krivulje. Povečanje stopnje
poteka prek algoritma, ki za izbrane kontrolne točke določi nove točke, ki so konve-
ksna kombinacija starih. Najprej si poglejmo uporabni enakosti, ki sta pomembni
za izračun novih kontrolnih točk.
Trditev 5.3. Veljata enakosti:
(1)











Dokaz. Formuli sledita direktno iz definicije q-Bernsteinovih baznih polinomov. □
Sedaj zapǐsimo q-Bézierjevo krivuljo kot
Bq(t) = (1− qn−jt)Bq(t) + tqn−jBq(t).






















n+1(t; q) in za pn+1 izberemo poljubno
točko. To je ravno (n+1)-vi člen v vsoti in je enak 0, saj je [n+1−(n+1)] = [0] = 0.
24

















0 (t; q) in določimo p−1 kot poljubno točko.


































za k = 0, . . . , n+ 1. S tem smo dobili n+ 2 točk, kjer r0 = p0 in rn+1 = pn+1.
5.2. Zgledi q-Bézierjevih krivulj. Poglejmo si primer q-Bézierjeve krivulje za
kontrolne točke
P = {(0, 0), (1, 1), (2, 1), (3, 0)}
in q = 0.5, 1, 1.5. Grafi teh krivulj so na sliki 23.
Slika 23. Primer q-Bézierjeve krivulje za 4 kontrolne točke.
Za q > 1 nastane problem, saj so točke Bézierjeve krivulje izven poligona, kar sledi
iz posledice v preǰsnjem poglavju.
25
Poglejmo si primer povečanja stopnje q-Bézierjeve krivulje po že opisanem postopku.
Nove kontrolne točke so konveksna kombinacija preǰsnjih. Te točke so:
r0 = (0, 0)
r1 =
(︃










































r4 = (3, 0)
Kontrolne točke za q = 0.5 so
{(0, 0), (0.46667, 0.46667), (1.20, 1.0), (2.06666, 0.93333), (3.0, 0.0)}.
Na sliki 24 lahko vidimo poligon novih in starih točk ter Bézierjevo krivuljo za
q = 0.5.
Slika 24. Primer za povečanje stopnje.
5.3. Odvod q-Bézierjeve krivulje. Izpeljimo odvod krivulje, zato si najprej po-





























Uporabimo lastnost 1 trditve 4.2 in definiciji Bn−1k−1 (t; q) in B
n−1





































































































(pk+1 − pk)Bn−1k (t).
Za splošen q pa lahko poenostavimo vrednosti odvodov pri t = 0 in t = 1. S pomočjo
























= [n](p1 − p0).




























Basis polynomials - Bazni polinomi
Linear independence - Linearna neodvisnost
Spanning property - Lastnost pokritosti (vektorskega prostora)
Recurrence relation - Rekurzivna zveza
Approximation polynomial - Aproksimacijski polinomi
Normalized totally positive - Normalizirana totalno pozitiven(-na)
Variation diminishing property - Lastnost zmanǰsanja variacije
Degree elevation - Povečanje stopnje
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